Il MATRICNA ANALIZA

1. Opste

Metoda sila i metoda deformacije su dvije osnovne metode i u klasi¢noj i u
matri¢noj formulaciji. U klasi¢noj formulaciji dati staticki sistem se posmatra kao
cjelina (system approache). U proraCunu se usvaja ona metoda koja je pogodnija
za analizu datog sistema. lzbor metode zavisi od staticke ili deformacijske
neodredenost nosaca. Ako je statiCcka neodredenost manja bira se metoda sila ili
obrnuto.
U matri¢noj formulaciji metode sila i metode deformacija osnovu Cini Stap kao
element sistema (element approache). Sistem je diskretan, sastavljen od
pojedinih Stapova — elemenata sistema koji su medusobno vezani u diskretnim
taCkama Cvorovima sistema. Analiza diskretnog sistema se sastoji od sljedeca
dva dijela:

1) Analiza elementa (Stapa),

2) Analiza strukture (sistema elemenata-Stapova).

U analizi elementa polazi se od osnovnih jednacina teorije Stapa i uspostavlja
veza izmedu generalisanih sila i generalisanih pomjeranja u &vorovima na
krajevima elemenata. U analizi strukture, odnosno, sistema Stapova kao cjeline
polazi se od veza izmedu sila i pomjeranja koje vaze za pojedine elemente. Na
osnovu tih relacija formiraju se odgovarajuce jednacine za strukturu Stapova uz
vodenje raCuna o vezama u c¢vorovima, uslovima ravnoteze i nacinu
oslanjanja. U tu svrhu koriste se:
1) Uslovi kompatibilnosti ¢vorova,
2) Uslovi ravnoteze Cvorova i
3) Uslovi oslanjanja sistema.
U dobijenom sistemu jednacina nepoznate su parametri u ¢vorovima. To mogu
biti generalisane sile (sile i momenti) i/ili generalisana pomjeranja
(komponentalna pomjeranja i obrtanja). U zavisnosti od izbora nepoznatih u
analizi postoje tri metode:
= Metoda deformacije
= Metoda sila
= MijeSovita ili hibridna metoda.
Zbog svoje opstosti i jednostavnosti najvise je u primjeni metoda deformacije, pa
je ona predmet naSih razmatranja.
Nepoznate u metodi deformacije su komponente pomjeranja u i v i obrtanja
cvorova o.
Uvodimo pojmove:
R — vektor sila
g — vektor pomjeranja
k — matrica krutosti
Za svaki Stap moze se napisati sliedec¢a veza ove tri veliine:
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R=k q (1)

Na osnovu analize strukture (sistema Stapova) i formiranih matrica krutosti
pojedinih Stapova formira se matrica krutosti sistema Stapova K*:

K*q*=S* (2)
gdje su:
K* - matrica krutosti sistema elemenata
q* - vektor nepoznatih parametara pomjeranja
S* - vektor ekvivalentnog ¢vornog optereéenja sistema.

|z navedenog sistema jednacina (2) odreduju se nepoznati parametri pomjeranja
g*, a zatim se iz relacije (1) odreduju sile na krajevima Stapova, odnosno
¢vorovima elemenata.

Na osnovu principa superpozicije uticaja, uticaji u sistemu se racunaju na nacin
koji je dat na slici (1) kao zbir uticaja ekvivalentnog sistema koji je deformacijski
odreden i uticaja usled ekvivalentnog opterecenja.

(dr— M > .
- LK N
= Ui, Vi, @i =0 + Ui, Vi, @i
"~ datisistem ekvivalentni sistem ekvivalentno optereé&jz
(a) (b)

Slika 1.

Na slici 1a Stapovi su optereceni opterecenjem usled kojeg se odreduju reaktivne
sile i momenti uz pretpostavku da su uj, vi, ¢i =0. Odnosno, reaktivne sile i
momenti su odredeni u sistemu u kojem se Cvorovi ne pomjeranju i presjeci ne
obrcu. Sistem na slici 1b opterecen je u ¢vorovima i to opterecenjem koje je po
intenzitetu jednako optereCenju u Cvorovima sistema ali sa promijenjenim
znakom. Ovo optereéenje se naziva ekvivalentno optereéenije.

Ovaj stav predstavlja osnovu koncepta matricne analize metodom deformacije.
On prakti¢no znaci da se pri odredivanju pomjeranja i obrtanja ¢vorova sistema
spoljasnji uticaji duz pojedinih Stapova zamjenjuju ekvivalentnim optere¢enjem
na njegovim krajevima, odnosno, u ¢vorovima sistema $to je znatno pogodnije za
analizu od stvarno zadatog opterecenja. Ekvivalentno opterecenje se odreduje u
kinemati¢ki odredenom sistemu i jednako je negativnim vrijednostima reakcija
oslonaca totalno ukljeStenih Stapova.

Znaci u analizi, na nivou elementa, pored veze generalisanih sila i generalisanih
pomjeranja u ¢vorovima elementa koja se uspostavija preko matrice krutosti
elementa, odreduje se i vektor ekvivalentnog opterecenja elementa.
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1.1. Kinemati¢ka (deformacijska) neodredenost sistema

Ukupan broj nepoznatih, medusobno nezavisnih parametara pomjeranja,
predstavlja kinematicki ili deformacijsku neodredenost sistema. U sluaju ravnih
sistema svaki Cvor ima dvije komponente pomjeranja, stoga ¢e k ¢vorova u
sistemu imati 2k nepoznatih komponentalnih pomjeranja. U ¢voru sa kruto
vezanim Stapovima, prema definiciji krute veze, svi kruto vezani Stapovi obréu se
za isti ugao, slika 2, tako da je ukupan broj nepoznatih uglova obrtanja jednak
broju grupa kruto vezanih Stapova u sistemu, m.

Slika 2.

Ukupan broj nezavisnih parametara pomjeranja sistema umanjuje se za broj
sprijeCenih ili zadatih pomjeranja u osloncima. Ukupan broj deformacijski
nepoznatih odreduje se pomocu izraza (3).

ne = (2k — z,) + m (3)

lzrazom (3) definisan je broj deformacijski nepoznatih za slu¢aj kada se ne
zanemaruje uticaj normalnih sila na deformaciju sistema. U pribliznoj metodi
deformacija uticaj normalnih sila na deformaciju nosaa se zanemaruje, iz tog
razloga broj deformacijski nepoznatih se odreduje primjenom izraza (4).

Nt = [2k — (zo*+Zs)] + M (4)

Na slici 3 prikazan je naCin odredivanja deformacijski neodredenih veliCina za
oba navedena slu€aja. U slu€aju kada uticaj normalnih sila nije zanemaren
(tana metoda deformacija) nepoznate za dati primjer su pomjeranja 1,2,3,4,5 i
6. Za slu€aj kada je uticaj normalnih sila na deformaciju nosaa zanemaren
nepoznata pomjeranjasu 1, 21 3.

FE

taéna metoda deformazij_e priai%a metoda defc?nTacije
n = (2k — z,) + m =2+(2x4-4)=6 N, = (2k — z,- Z5) + m =2+(2x4-4-3)=3
nepoznate: 1,2, 3,4,5i6 nepoznate: 1,213
Slika 3.
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1.2. Veze izmedu sila i pomjeranja
Za elasti¢no tijelo definiSu se dva pojma:

=  Matrica fleksibilnosti
=  Matrica krutosti

Koje predstavljaju osnovne pojmove matriCne analize linijskih nosaca.
Posmatracemo prostu gredu opterec¢enu silom P4 u tacki 1 i momentom P, u
tacki 2, kako je to prikazano na slici 4. Nosac je idealno elasti¢an a pomjeranja 54
i 52 su male veli€ine.

_&_.\\ $61 ,é AL
S A =
(a)
K11 ko1
i P,=1 1 2
o 4 ———nq
Tl @11 ; =1 2=
IR SR f21 (d)
© P,=1 k k
2= 12 22
_&\ ’/L’ A A T - __ == A
\‘~\_~- -sz____—tz_gzk__;’ 61—0 62—:‘#/
(c) (e)
Slika 4.

Primjenom superpozicije uticaja, slike 4b i 4c, pomjeranja napadnih taCaka
generalisanih sila P4 i P, , slika 4a, mogu se sraCunati na sljedeci nacin:

HiFRaH
51 L/ fulh
fi . 1,j=1,2 su koeficijenti gipkosti ili koeficijenti fleksibilnosti nosaca koji

odgovaraju silama P; (i=1,2).

Za sluCaj kada je P1=1i P»=0, slika 4b, veze (5) mogu da se napisu u sljede¢em

obliku:
O | | fu Sl
S| Lfu fn]O

sijedi:
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A

Za slucaj kada je P,=11 P4=0, slika 4c, veze (5) mogu se napisati u sljede¢em

obliku:
6| [ fu SO
S| Lfa full
o, | | fn
52 - f22

Geometrijsko znaCenje ovih koeficijenata dato je na slikama 4b i 4c. Koeficijenti
f11 i f21 predstavljaju vertikalno pomjeranje tacke 1 i obrtanje tacke 2, usled
dejstva sile P1=1, slika 4b, dok koeficijenti fi, i fo» predstavljaju vertikalno

pomijeranje u tacki 1 i obrtanje u tacki 2, usled dejstva momenta P,=1.
Veze izmedu sila i pomjeranja date su u sljedec¢em obliku:

{Pl} _ {kn kur} )

PZ k21 k22 52

ki, i,j=1,2 su koeficijenti krutosti nosaca koji odgovaraju pomjeranjima &1 i 2.
Geometrijsko znacCenje koeficijenata k;; dato je na slikama 4d i 4e. Koeficijenti k11
i ko1 predstavljaju silu u tacki 1 i moment u tacki 2 koji nastaju usled pomjeranja

81=11 82=0, dok koeficijenti k12 i ko2 predstavljaju silu u tacki 1 i moment u tacki 2
kada je obrtanje 6,=1 i 61=0:

e o) -l Rl
Pz k21 szz O k21 ’ Pz k21 szz 1 k22
Veze pomjeranja i sila (5) mogu da se uopste za proizvoljan nosac na koji djeluje

proizvoljan sistem sila Ri u tackama i =1,2,...,n i odgovaraju¢im generalisanim
pomjeranjima q; u tackama i=1,...,n:

slijedi:

q, S - flj e S | R

a |=|Ja -~ Sy o Ju|R, (7)

Skraéeni matriéni oblik:

qn_ fnl fnj frm__Rn

q=FR (8)
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F - matrica fleksibilnosti

Elementi j-te kolone matrice fleksibilnosti F predstavljaju generalisana
pomjeranja ¢, i=1,...,n usled dejstva jediniCne sile R=1, dok su sve ostale sile
jednake nuli.

Na sli¢an nacin, zavisnost sila i pomjeranja uopste za proizvoljan nosa¢ moze se
prikazati u sljede¢em obliku:

R, ki klj ki, q,
R |\=|ky o ky .. k,|q, (9)
R, | _kn1 knj km__qn_
Ili u skraénom matri¢nom obliku
R=kgqg (10)

Elementi j-te kolone mateice k predstavljaju generalisane sile R; u tackama
i=1,...,n usled jedinicnog generalisanog pomjeranja g;=1 dok su sva ostala
generalisana pomjeranja jednaka nuli.

Na osnovu Maxwell-ovog stava o uzajamnosti pomjeranja slijedi da je matrica
fleksibilnosti simetri¢na, slijedi:

fij = fji
odnosno: F=F'

Iz navedene relacije vidi se da je F=K" pa se zakljuuje da je i matrica krutosti,
takode, simetri¢na.
Algoritam za proracun uticaja u nosacu, primjenom matricne analize, ima
sliedecée korake:
1. Formiranje matrica krutosti svih elemenata-Stapova zadatog nosaca,
2. Odredivanje vektora ekvivalentnog ¢vornog opterecenja za sve Stapove
koji su optereéeni, Q,
3. Formiranje matrica krutosti Stapova u globalnom koordinatnom sistemu,
4. Formiranje matrice krutosti sistema Stapova K* i vektora slobodnih
Clanova S*,
5. Odredivanje vektora nepoznatih pomjeranja sistema Stapova q*,
6. Odredivanje nepoznatih sila na krajevima Stapova R.

Prikazacemo matricnu analizu za:
= Ravne linijske nosace (puni i reSetkasti nosaci)
= Prostorne nosace (puni i reSetkasti nosaci)
= Roétilje.
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2. Matri¢éna analiza Stapa

U matricnoj analizi Stap je osnovni element. Najjednostavniji je model pravog
prizmaticnog Stapa sa Cvorovima na njegovim krajevima Kkoji se razmatra u
dekartovom koordinatnom sistemu.

SloZzeno naponsko stanje Stapa u ravni moze se razdvojiti na: aksijalno
naprezanje, savijanje i torziju. Za aksijalno naprezanje i savijanje prikazace se
postupak izvodenja matrice krutosti direktnim i varijacionim postupkom, dok ce
za matrica krutosti torziju biti izvedena direktnim postupkom.

2.1. Osnovne nepoznate, konvencija i oznake

Na slici 5 prikazan je prav prizmati€an Stap proizvoljnog popre¢nog presjeka
duzine |. Krajevi Stapa su oznaceni sa i i k. Postavljen je Descartes-ov pravougli
koordinatni sistem x,y,z tako da se osa x poklapa sa osom Stapa a ose y i z sa
pravcima glavnih osa inercije. Sistem 0,x,y,z naziva se lokalni koordinatni
sistem.

Vio Ty Ui, N

Pxks Mxk

Wi, Ty

Slika 5.

Osnovne kinematicke veli€ine u ¢vorovima su generalisana pomjeranja u, v, w u
pravcima X, y, z i obrtanja ¢x, ¢y, ¢, Oko 0sa X,y,z, respektivno. Konvencija o
pozitivnom smjeru generalisanih pomjeranja i generalisanih sila data je na slici 5.
Za generalisana pomjeranja u ¢vorovima upotrebljavaju se i nazivi parametri
pomjeranja ili stepeni slobode. Broj stepeni slobode &vora jednak je broju
generalisanih pomjeranja ¢vorova, dok je broj stepeni slobode Stapa jednak zbiru
stepeni slobode u ¢vorovima. Vektori pomjeranja krajeva StapaiiKk je:

QiT :[u[ Vi W, @y Py §0zi]
QkT:[uk Vi Wo Pu Py (Dzk]

Vektor pomjeranja Stapa moze se prikazati na sljedeci nacin:
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¢ =la" al=la @ - af

T

q = [ui Vi Wi ¢xi ¢yi (ozi uk vk Wk ¢xk ¢yk ¢zk]f
n-broj stepeni slobode Stapa.
Osnovne statiCke veliine u ¢vorovima prostornog Stapa su generalisane sile Ny,
Ty, T, My, My, M,. Generalisane sile u Cvorovima i i k prikazuju se kao
komponente vektora sila R; i R:
R"=[Ni, Tyi, Tz, M, Myi, Mg

(11)
R"=[Ni, Ty Tz Mo My, Mid

Vektor generalisanih sila Stapa mode se napisati u sliedecem obliku:

R'=[R"R"]=[R1, Ry, ..., Ry

RT =[Ni, Tyi, Tz, My, Myi, Mai, N, Tyo Tk Mo Myk, Mi] (12)
Za $tap u ravni, lokalni koordinatni sistem je xoy, pri Cemu se osa x poklapa sa
osom, slika 6.
Vil Ok X
o
y
i
4

Slika 6.

Subvektori vektora pomjeranja su q;' i q':

¢ =la q'f
gdje su:
ql'T = [ui Vi (Di] QkT = [uk Vi (Dk]
Slijedi da su komponente vektora pomjeranja za Stap u ravni :
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" =la’ dl=la & @ @ a4 al=lw v, o u v, 9] (13)

Vektor sila na krajevima Stapova je definisan sa:

N, N,
R =| T, R =| T,
M, M,

dok se vektor sila Stapa sastoji od subvektora sila u ¢vorovima Stapa:

=

=
Il
1
IR
| I
Il
TN =ZX N

k

Veze izmedu vektora generalisanih sila R i vektora generalisanih pomjeranja q
dat je sa:

R=kgq
lli u razvijenom matriCom obliku :
‘R [ky o ko kg ]
R |-k o ko k|, (14)
FART . P

Matrica kojom se uspostavlja neposredna veza izmedu generalisanih sila i
generalisanih pomjeranja na krajevima Stapa naziva se MATRICA KRUTOSTI
STAPA. Matrica krutosti $tapa je simetri¢na u odnosu na glavnu dijagonalu Kij=Kii
Sto je posledica Maxwell-ovog stava o uzajamnosti pomjeranja.

Ako je gi=1 a qi=0 za i#j tada se iz relacije (14) slijedi:

R .. R .. R =lk, .. k .. Kk, (15)

i ij

odnosno, element k; matrice krutosti Stapa jednak je generalisanoj sili R; koja
nastaje usled generalisanog pomjeranja g;=1, pri Cemu su sva ostala pomjeranja
jednaka nuli. Ovo predstavlja geometrijsko-statiCko tumacenje elementa matrice
krutosti Stapa i put za odredivanje elemenata matrice krutosti. Ovaj nacin

82



odredivanja matrice krutosti Stapa naziva se direktan postupak ili direktna
metoda.

Na slici 7 prikazan je primjer odredivanja ¢lanova matrice krutosti Stapa u ravni
za slucaj kada je 92=1 i q1= q3= Q4= g5= gs=0 . Reakcije obostrano ukljeStenog
Stapa predstavljaju ¢lanove druge kolone matrice krutosti Stapa i-k.

/?\252 ds =5
Q3= @ s Qs Eg |
Q1:1 7 J4 =4
i

k32 k62

q2=1$\;/\ - Slika 7.
, — Ks2
k12 o stanje q,=1
K22 Ks2

=L ¢ =9=9,=95=¢,=0

1z (14) slijedi :
_Rl | _kll k12 k13 k14 le klé__o_ _k12 |
R, ky  ky o ko ok kys kg |1 k,,
R, _ ks, ky ko kyy ki ks |0 _ ks (16)
R, kg ki ki ki ks ke | O ki
Ry k51 k52 k53 k54 kss k56 0 ksz
R | _k61 ko ke ke ks k66__0_ _k62_

Matrica krutosti Stapa je kvadratna matrica reda nxn, gdje je n broj stepeni
slobode pomjeranja elementa. Matrica k je simetricna matrica za koju ne postoji
inverzna matrica, iz razloga Sto su tri komponente sila na krajevima Stapa
medusobno nezavisne a druge tri se mogu odrediti iz uslova ravnoteze (linearno
zavisne) Stapa.

2.2. Vektor ekvivalentnog opterec¢enja

Vektor ekvivalentnog optereéenja Cine negativne vrijednosti reakcija krajeva
totalno ukljeStenog Stapa usled zadatog opterecenja koje djeluje na Stap. Zadato
optereCenje moze biti raspodijeljeno opterecenje p i m, koncentrisane sile i
momenti P, M, temperaturna promjena t i temperaturna razlika At.

Koncentrisano opterecenje na krajevima Stapa kojim se zamjenjuju spoljasnji
uticaji koji djeluju duz ose $tapa naziva se EKVIVALENTNO OPTERECENJE. Za
komponente ekvivalentnog opterecenja (sile i momenti) u ¢vorovima Stapa vazi
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ista konvencija kao i za generalisane sile, slika 8. Na slici 8 je prikazan postupak
odredivanja ekvivalentnog opterecenja.

Ry iwesls’
Ni—>7

- — —> é% N

ﬁ M., M%,ﬁ Slika 8.
N Vi
i Ji J| k¢
oy

Qs
T, Tas
konvencija za sile

Q4

Vektor ekvivalentnog opterecenja za primjer dat na slici 8 je:

0] [

o |z

o= (17)
o |z

o) ||

2.3. Direktan postupak odredivanja matrice krutosti i vektora
ekvivalentnog optereéenja

Naponsko stanje u ravni razdvajamo na aksijalno naprezanje i savijanje silama u
ravni xoy. Ukupno naprezanje dobijamo superpozicijom ova dva naprezanja.

2.3.1. Aksijalno naprezanje Stapa

Stap koji je u stanju aksijalnog naprezanja prikazan je na slici 9a. Geometrijske i
materijalne karakteristike Stapa su duzina Stapa |, povrSina popre¢nog presjeka F
i modul elastiCnosti E. Parametri pomjeranja u ¢vorovima i i k su pomjeranja u
pravcu ose Stapa u; i ux pa element ima dva stepena slobode pomjeranja, po
jedan u svakom ¢voru. Generalisane sile u cvorovima su aksijalne sile N; i N.

Za
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. . N, ki, k|| u
koristeci izraz (14) dobija se: = (19)
N, ky ke || uy
ui, N E.F Uk, Nk
| ! (a)
| | |
| |
K11 (b)
. ! Ko1
o
k12 k22
L [ 1 (C)
o
Slika 9.

Primjenomi geometrijsko-statickog tumacenja, slike 9b i 9c, kolone matrice
krutosti se mogu dobiti na sljedeci nacin:

a) za slucCaj kada je q1=1i q2=0 (slika 9b) iz (19) slijedi da je :

e o
Nk k21 k22 0 k12

Kada je q1=u;=1 tada je promjena duzine Stapa Al =ui=1. Na osnovu promjene
dudine Stapa mogu se sracunati dilatacija, normalni napon i normalna sila :

N=F(7=FE8=$

Kada se vrijednost normalne sile ubaci u veze sila i pomjeranja (20), vodedi
racuna o pozitivnoj konvenciji za sile, dobija se :

EF

|
ko) | _EF

[
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N:FO':FEEZEZ—F

s obzirom da vazi:

slijedi da je:
EF
k12 _ _T
k22 - E

[

Matrica krutosti aksijalno napregnutog Stapa je :

EF| 1 -1
k:T[—l 1} 1)

Vektor ekvivalentnog opterecenja moze nastati od optere¢enja duz ose Stapa i
uticaja temperature. Na slici 10 prikazan je nacin odredivanja vektora
ekvivalentnog opterec¢enja. Nosac sa slike je jedan put staticki neodreden i za

odredivanje reakcija ./°, i ./°, moze se primijeniti metoda sila.

Q°=/N" — —» —»PX) Q° =%
A —AS
| | |

1

Q/° Q.°

Slika 10.

Vektor ekvivalentnog opterecenja je :

NO[ Nti
Qz Nok N k
Za sluCaj kada je optereCenje ravnomjerno rasporedeno duz ose Stapa,
p(x)=po=const , vektor ekvivalentnog opterecenja je :

86



HE

Primjenom metode sila odreduju se reakcije oslonaca usled dejstva temperature
koje predstavljaju ¢lanove vektora ekvivalentnog opterecenja Q, slika 11.

Q4 t=t/\/t[/ t ta = ﬂ/t/e
> A S

Q! Q'

Slika 11.

Vektor ekvivalentnog opterecenja usled dejstva temperaturne promjene t duz ose
Stapa konstantnog popre€nog presjeka je:

{Ql} = EFat{_l} (23)
0, 1

Ekvivalentno opterecenje za proizvoljno opterecen Stap sa promjenljivim
popre¢nim presjekom odreduje se primjenom metode sila. Stap, slika 11, koji je
obostrano nepokretno oslonjen je jedan put statiCki neodreden.

2.3.2. Savijanje u ravni

Stap duzine | konstantnog popre¢nog presjeka izloZzen je savijanju u ravni xoy.
Moment inercije presjeka je |, dok je modul eleastiCnosti materijala E.
Generalisana pomjeranja su popreCna pomjeranja v; i v i obrtanja krajeva Stapa
oi i ok Sto znaci da element ima Cetiri stepena slobode pomijeranja, po dva u
svakom C¢voru. Konvencija o pozitivnom znaku za sile i pomjeranja dat je na slici

12.
4 W
@i, M, E’I Pk,
[ k k— X
/I\ vi, T; /I\ Vi, Tk

Slika 12.

Vektor generalisanih sila je dat u sljedec¢em obliku:
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R | | T

R,| | M,
R = =

Ry| | T,

R,| |M

4

dok je vektor generalisanih pomjeranja za Stap napregnut na savijanje definisan
sa:

q, Vi
q, @
q = =
qs Vi
q, Dy
—ka K1
Q1=1$ 7 N1(x) [
N _ 7
i
K11 K31

é-\ Slika 13.
ko3 N Kaz 1
X =
KZ\ 3(x) Qs
A A
T K13 K33
k k
XN N
é =
7 2 4=1 \=
K14 K34

Matrica krutosti Stapa je reda nxn, odnosno, za nas problem reda 4x4 :
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gw
gw

=~
S

41

Zbog simetrije matrice krutosti k;=k;.

Staticko geometrijsko znaCenje elemenata matrice krutosti Stapa izlozenog na
savijanje u ravni xoy dato je na slici 13.

Pokazano je da se koeficijenti k, i,j=1,2,3,4 mogu odrediti kao reakcije obostrano
ukljeStenog Stapa usled jedininih pomjeranja i obrtanja njegovih krajeva. S
obzirom da se radi o savijanju u ravni obostrano ukljeSten Stap je dva puta
statiCki neodreden, slika 14, i moze se jednostavno rijeSiti primjenom metode
sila. Uslovne jednacCine metode sila u tom slucaju su:

o,X,+0,X,+6,,=0
0, X, +0,X,+0, =0
gdje su koeficijenti | slobodni ¢lanovi ovih jednacina definisani sa:

/
5, =jMka dx zaik=12
R

O = _Z Cye,
j

Mi, My, Cj su momenti i reakcije oslonca od nepoznatih Xi=1 a c¢; zadata
pomjeranja ili obrtanja oslonaca.

SN

7 E, I
]
|

osnhovni sistem

\ 4: ). € Xo./
V2 VA
dijagrami u osnovnom sistemu

T M

Slika 14.
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Za sluCaj kada se radi o Stapu konstantnog poprecnog presjeka El =const,
koeficijenti uz statiCki nepoznate i slobodni ¢lanovi uslovnih jednacCina metode
sila su:

/ !
EIS,, = EIS,, = [ M idx = [ M™ =§
0 0

i
EIS,, = EIS, = [ M,M,dx = —é
0

EIS, = EIS,, = —EI%

RjeSenja X1 i Xz, odnosno, reakcije momenta punog ukljestenja su:

6 6
X1=1511—2 X, =EIZ—2
Vertikalne reakcije mogu se odrediti primjenom opSteg izraza metode sile za
odredivanje reakcija, primjenom principa superpozicije uticaja, ili, iz uslova
ravnoteze Stapa:

T, =-T, :15111—32

Na ovaj nacCin odredeni su elementi prve kolone matrice krutosti koji su jednaki
vrijednostima dobijenih reakcija:

R, T; ki, 12
Ry| |M,| |ky| EI| 6
R\ | T | |ky| PPl-12
R, M, 41 6l

Sliénim razmatranjem mogu se odrediti i preostale tri kolone matrice krutosti. Za
sluCaj kada je q2=1, 1=03=q4=0 kao reakcije punog ukljeStenja dobijaju se
elementi druge kolone matrice krutosti. Kada je g3=1, q1=q2=94=0 dobijaju se
elementi tre¢e kolone matrice krutosti kao reakcije punog ukljeStenja za dato
pomjeranje, dok za slu€aj kada je q4=1, 91=02=q3=0 dobijene reakcije punog
ukljeStenja predstavljaju elemente Cetvrte kolone matrice krutosti.

Matrica krutosti Stapa optere¢enog na Cisto savijanje ima sljedeci oblik:

12 6 -12 6l
_EI| 6l A7 -6l 2
TP =12 -6 12 -6l

6/ 20° —6l 4l

(24)
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Komponente vektora ekvivalentnog opterecenja jednake su negativnim
vrijednostima reakcija totalno ukljeStenog Stapa usled zadatih spoljasnjih uticaja
koji mogu biti optereCenje upravno na osu Stapa i temperaturna razlika, slika 15a.
Vektor ekvivalentnog opterecenja za slu€aj dat na slici 15a definisan je sa :

o, 7 7
M, M,
Q: Q2 - _ 7 _ (3 (25)
0 T T
Q4 ‘M/€ ‘%/5 A¢

Q1 Qs
WA AT T @

za slucaj dejstva ravnomjerno raspodijeljenog opterecenja p(x)=p,=const
dijagram momenata savijanja:

A, =pol?/1 My =pol?/12
m )

Ji =pol/2T H T&*k =pol/2

Q2=p0I2/1[?§ <\Q4=p0I2/12
vektor ekvivalentnog opterecenja (C)

Q1=pol/2 \l/ ¢Q3=poll2

Slika 15.

Ukoliko na Stap djeluje ravnomjerno raspodijeljeno opterecenje intenziteta po,
slika 15b, komponente ovog vektora mogu se odrediti primjenom metode sila,
usvajanjem osnovnog sistem datog na slici 14, i proraCunom Kkoeficijenata i
slobodnih ¢Clanova uslovnih jednacina primjenom relacija :

dx

/ /
MM MM
o, = 7k o == e
ik ! E]ik io J. EIl.k

0

zai,k=1,2

Za Stap konstantnog poprecnog presjeka koeficijenti i slobodni ¢lanovi jednacina
metode sila su:
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/ /
EIS,, = EIS,, = [ M idx = [ M™ =§
0 0

i
EIS,, = EIS, = [ M,M,dx = —é
0

L 3 I 3
E]&l():J-MlModx:_& E]&zo:J-MzMde:pol
0 24 o 24

Uslovne jednacine glase:

3 3
Ly Ly Pl Ly Ly P
37 6 24 6" 3 24

RjeSenja navedenih jednacina su:

=0

2 2
Xlzpol Xzz_pol
12 12

dok se vertikalne reakcije oslonaca mogu odrediti na nacin kako je to opisano na
starni 17:

[
Vodeci racuna o pozitivnoj konvenciji za sile vektor ekvivalentnog opterecenja je :
— p i |
’2
o, /?
—p,—
0-|2|-| "12 (26)
o |_, L
‘2
Q4 12
I POE |

Za sluCaj kada na Stap djeluje temperaturna razlika At, u gore navedenim
uslovnim jednacinama mijenjaju se slobodni ¢lanovi :

/
S5 =jM.a AL i
it . 17t h

Za El=const slobodni &lanovi su:

EIS, =I5, = Ela, 2
2h

Uslovne jednacine i rjieSenja jednacina data su sa:

Ly~ Lx v ma 21—
37 6 2h
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—ixl +£X2 —EJa,A—ﬂ=0
6 3 2h
- C e At
Cija su rjesenja X, =-X, =Elq, "

Slijedi da su: I,=T1,=0

Vodeci racuna o pozitivnoj konvenciji za sile, dobija se da je vektor ekvivalentnog
opterecenja :

9 0

A Y
0=\ | =@ 27)

0, ‘ -1

Ukoliko na S$tap djeluje neko drugo opterecenje postupak odredivanja
komponenti vektora ekvivalentnog opterecenja ostaje nepromijenjen. U literaturi
se mogu naci tabele sa sraCunatim vrijednostima reakcija za razne sluCajeve
opterecenja.

2.3.3. Matrica krutosti i vektor ekvivalentnog opterec¢enja ravnog
prizmatiénog Stapa

Ravni Stap moze da primi i prenese spoljasnje uticaje koji djeluju u pravcu ose
Stapa px kao i opterecenje upravno na osu Stapa py, temperaturnu promjenu u osi
Stapa t i temperaturnu razliku At duz ose Stapa, slika 14.

y
p Vi, Tk

D R
@i, M — W\ Pk,
@I T JMF?%_, X Slika 16.
ui, N%' — TKt — Px é Uk, Nk
lik
| |

Posto spoljasnji uticaji predstavljaju zbir uticaja koji se javljaju u slu€aju
aksijalnog naprezanja i u slu€aju savijanja slijedi da se matrica krutosti i vektor
ekvivalentnog optereéenja ravnog Stapa mogu dobiti superpozicijom matrica
krutosti i vektora ekvivalentnog optereCenja za aksijalno naprezanje Stapa i
savijanje.

Stap u ravni ima $est stepeni slobode, po tri u svakom &voru, $to je jednako zbiru
stepeni slobode aksijalnog naprezanja i savijanja:
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i
1

Slika 17.

5T<W6

12 6 -12
Il 6 4 el

@ TR J12 —6l 12
6 27 -6l

Vodeci raCuna o oznakama generalisanih sila i generalisanih pomjeranja 1,...,6
koje su date na slici 17, postavljajuci u matrici krutosti svaki od clanova na
odgovaraju¢e mjesto dobija se matrica krutosti Stapa:

EF

k = kaks + ksav =

0

0

12E1
13
6E1
12

0

6El
12

4FE1
/

0

6E1
-
2EI
/

EF

“Z
[
0 _12le1
6El
_12
o
[
12E1
13
o _GE

12

0

6El
12

2FEI
/

0
6E1
-
4E1

[

(28)

Superpozicijom vektor ekvivalentnog opterecenja Stapa i-k u ravni definisan je

sa:

Q = Qakv + Qsav = |:

0 }
+
0,

0

o] |e

ol |o|

o |

06| |0,
196, L

=

TN =2 X~

(29)
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